Wahr scheinlichkeit

2.10) Was versteht man unter Wahr scheinlichkeit? Wozu kann man den
Wahrscheinlichkeitsbegriff in der Wissenschaft verwenden? Was bedeutet subjektive,
was obj ektive Wahr scheinlichkeit?

Was ver steht man unter Wahrscheinlichkeit?

Die Wahr scheinlichkeit ist ein zahlenmaidiger Ausdruck fir einen Grad an Ungewissheit. Sieist eine
Zahl zwischen 0 (= trifft nicht zu; unmdgliches Ereignis) und 1 (= Trifft voll zu), mit der man ein Grad
der Gewissheit ausdriickt.

[ ]

Wozu kann man den Wahr scheinlichkeitsbegriff in der Wissenschaft verwenden?

Der Wahrscheinlichkeitsbegriff kann dazu verwendet werden, das verhaltensregulierende System von
Wahrscheinlichkeiten transparenter und durch Trennung zuféliger von ,,liberzufélligen™ Ereignissen
préziser zu machen. So kdnnen Fehleinschatzungen von Wahrscheinlichkeiten korregiert bzw. neu
entdeckte Musterlaufigkeiten hinsichtlich ihrer Tragfahigkeit abgesichert werden.

Was bedeutet subjektive, was objektive Wahr scheinlichkeit?
a) Mit dem Begriff , wahrscheinlich* werden in der Umgangssprache subjektive Uberzeugungen oder
Mutmal3ungen Uber die Sicherheit einmaliger nicht wiederholbarer Ereignisse zum Ausdruckgebracht,
die prinzipiell entweder auftreten kdnnen oder nicht auftreten konnen (z.B. das wird schon am
Wochenende). Zahlenangaben (das Wetter wird zu 90% schon am Wochenende) die die Stérke der
inneren Uberzeugung von der Richtigkeit derartiger Behauptungen charakterisieren bezeichnet man
als subjektive Wahr scheinlichkeiten.

b) ,.Die Wahrscheinlichkeit, mit einem einwandfreien Wrfel eine Sechs zu werfen, betragt 1/6* oder
,,die Wahrscheinlichkeit, dai3 ein beliebiger 16 jahriger Schiler in einem bestimmten Intelligenztest
mindestens einen 1Q von 120 erreicht, betragt p = 0,12, Im ersten Beispiel erwartet man bei vielen
Wirfeln fir etwa 1/6 aller Félle eine Sechs, und im zweiten Beispiel geht man davon aus, dal3 ca. 12%
aler 16 jahrigen Schiller in dem angesprochenen Intelligenztest einen Intelligenzquotienten von
mindestens 120 erreichen werden. Die erste Aussage basiert auf vielen, voneinander unabhanigen,
gleichartigen ,,Versuchen mit einem Objekt und die zweite auf jeweils einmaligen ,,V ersuchen® mit
vielen gleichartigen Objekten. Zahlenangaben dieser Art heil3en objektive Wahrscheinlichkeiten.
—> Fir die Definition objektiver Wahrscheinlichkeiten ist der Begriff des ,,Zufallsexperimentes'
zentral. Unter einem Zufallsexperiment versteht man einen beliebig oft wiederholbaren Vorgang, der
nach einer ganz bestimmten V orschrift ausgefiihrt wird und dessen Ergebnis,,vom Zufall abhangt*,
das soll heif3en, nicht im voraus eindeutig bestimmt werden kann. Das Ergebnis eines
Zufallsexperimentes bezeichnet man als Elementarereignis und die Menge aller mit einem
Zufallsexperiment verbundenen Elementarereignisse als Ereignisraum. Diessind z.B. beim
Zufallsexperiment ,,Wirfeln“ die Augenzahlen 1 bis 6, beim Minzwurf die Ausgange ",,Zahl" oder
»Wappen®, etc.. Aber auch die Befragung einer Person beztiglich ihrer Parteipréferenz, die
Bestimmung der Fehleranzahl in einem Schilerdiktat bezeichnet man als Zufallsexperimente. Deren
Elementarereignisse sind zum Zeitpunkt der Befragung existierenden Parteien bzw. aler mdglichen
Fehlerzahlen. Jedes einzelne Zufallsexperiment fihrt zu einem bestimmten Elementarereignis, das zu
einem Ereignisraum zahlt, der fir die Art des Zufallsexperimentes charakteristisch ist.



2.11) Nennen Sie die 3 Axiome von Kolmogor off. Veranschaulichen Sie jedes davon mit
einem Beispiel. Was ver steht man allgemein in der Wissenschaft unter Axiom? Was
haben diese 3 Axiome mit dem Wahr scheinlichkeitsbegriff zu tun?

Nennen Sie die 3 Axiome von K olmogor off. Veranschaulichen Sie jedes davon mit einem
Beispiel.
1.Axiom:
Jedem zufélligen Ereignis E kann eine bestimmte Zahl p(E) zwischen 0 und 1 zugeordnet werden. Die
Grenzen sind dabei mit eingeschlossen. Die Wahrscheinlichkeit ist ein normiertes Mal3 zw. O und 1
0<p(E)<1
Die Zahl p(E) wird die Wahrscheinlichkeit fir das Ereignis E genannt.
Bsp.: Wahrscheinlichkeit, dass bei einem genormten Wiirfel die Zahl 3 gewtdirfelt wird:
p(3) = 1/6 = 0,1666

2.Axiom:

Die Wahrscheinlichkeit des sicheren Ereignisses Q [ Q) : Ereignisraum] ist gleich 1.

PQ=1

Das sichere Ereignis schliefst immer alle Ausgange eines Zufallsexperiments ein; z.B. z.B. die
Wahrscheinlichkeit, mit einem Wiirfel eine 1, 2, 3, 4, 5 oder 6 (also der gesamte Ereignisraum Q) zu
wiirfeln, betragt p(1,2,3,4,5,6)=1

Bsp.: dass der Wirfel z.B. auf die Kante fallt ist nicht im Ereignisraum, gilt also nicht. Somit ist die
Wahrscheinlichkeit, dass eine Zahl gewtrfelt wird gleich 1. P(Zahl) = 1

3.Axiom:

Fur sich gegenseitig ausschlief3ende (konnen nicht gleichzeitig auftreten) Ereignisse E; und E; ist die
Wahrscheinlichkeit p (E;UE;), dass entweder E; oder E; eintritt,

p (ExUE,) = p(Ey) +p(E2).

In anderen Worten nach Glaser:

Die W. der Vereinigung von unendlich vielen zufélligen Ereignissen, die einander wechselseitig
ausschliefien, ist gleich der Summe der Einzelwahrscheinlichkeiten dieser Ereignisse.

PA VA LA LUA)=p(A)+ P(A)+ .t p(A)+---p(A1)=iZ;I p(A )= IO(U(A )J

i=1

Die Vereinigung zweier Ereignisse tritt ein, wenn entweder das eine oder das andere Ereignis eintritt.
Bsp.: Wrfel E; = Augenzahl ,, 1 wirfeln

E, = Augenzahl ,, 2 wirfeln
= Esqilt: p (E1UEy) = p(Ey) + p(E2)

=16+1/6= 13

Die Wahrscheinlichkeit eine,, 1 oder eine ,, 2 zu wirfeln liegt also bei 1/3
Voraussetzung daftr ist, dass sich die Ereignisse wechsel seitig ausschliefen!

Was ver steht man allgemein in der Wissenschaft unter Axiom?

Definition Axiom : allgemeinster Satz einer Theorie, der eines Beweises nicht bedarf. Esist das
Resultat einer freien Setzung, Axiome miissen sich durch ihre Brauchbarkeit bewahren. Axiome
dienen dazu, andere Aussagen (Theoreme) aus ihnen abzuleiten.

Was haben diese 3 Axiome mit dem Wahr scheinlichkeitsbegriff zu tun?

Die Axiome von Kolmogoroff machen es méglich, Wahrscheinlichkeiten (sowohl objektive,
subjektive als auch ungleich wahrscheinliche Elementarereignisse) mathematisch berechenbar zu
machen, indem jedem Elementarereignis eine Zahl zugeordnet wird, die allerdings as
Wahrscheinlichkeit die drei Axiome erfillen missen.




2.12) Wasist ein Zufallsexperiment? Welche 3 char akteristischen Gegebenheiten
definieren ein Zufallsexperiment?

Wasist ein Zufallsexperiment?

Ein Zufallsexperiment ist ein beliebig oft wiederholbarer Vorgang, dessen Ergebnis vom Zufall
abhangt.

Jedes Elementarereignis besitzt dabei die gleiche Wahrscheinlichkeit (,,Gleichwahrscheinlichkeit®),
gezogen zu werden bzw. in der Stichprobe vorzukommen.

Welche 3 charakteristischen Gegebenheiten definieren ein Zufallsexperiment?
1. Anordnung
Durch eine Beschreibung festgel egte reproduzierbare Gegebenheit
z.B. zwel Wiirfel, eine Urne mit 30% weifRen und 70% schwarzen Kugeln
2. Prozedur
Festgelegtes Vorgehen innerhalb der Anordnung
z.B. Wrfel werfen und nicht hinlegen, bei der Urne ,,.Ziehen mit Zurticklegen®
3. Unvorhersagbarkeit des Resultats
Das Ergebnis hdngt vom Zufall ab und kann nicht vorhergesagt werden. Mit Hilfe der
Wahrscheinlichkeitstheorie sind hier Wahrscheinlichkeitsangaben moglich.

z.B. p(6)=%; p(wei BeKugeI)zg

2.13) Was ver steht man bei einem Zufallsexperiment unter Elementarereignis, Ereignis
und Ereignisraum?

= Zufallsexperiment (oder auch Zufallsbeobachtung): beliebig oft wiederholbarer Vorgang, der
nacheiner ganz bestimmten Vorschrift ausgefihrt wird und dessen Ergebnis ,vom Zufall abhangt

Elementarereignis:
Das Ergebnis eines Zufall sexperiments heif3t Elementarereignis. Diesist zum Beispiel das Ergebnis
nach einem Wurf mit einem Wirfel.

Ereignis.

Oft interessieren aber nicht die einzelnen Elementarereignisse, sondern Teilmengen/Klassen
zusammengefasster Elementarereignisse. Diese nennt man dann Ereignisse. Dies wéren in 0.g. Bsp.
dann alle geraden Augenzahlen beim Wirfeln oder alle Herzkarten beim Skatspiel.

Ereignisraum:
Menge aler mit einem Zufallsexperiment verbundenen Elementarereignisse sind der Ereignisraum.

Dies wéren dann beim Wirfeln die Zahlen 1 bis 6 oder beim Minzwurf Zahl oder Adler.
=>» Fir die Zusammenfassung oder Verkniipfung von Elementarereignissen gibt es Regeln aus der
Mengenlehre.




2.14) In der Wahrscheinlichkeitstheorie hat man eine Reihe von Theoremen aufgestellt.
Was versteht man in der Wissenschaft allgemein unter Theorem? Was besagen in der
Wahr scheinlichkeitstheorie die Theoreme vom komplementaren Ereignisund vom
unmoglichen Ereignis sowie das allgemeine Additionstheor em?

Was ver steht man in der Wissenschaft allgemein unter Theorem?

* Allgemein: Lehrsatz der aus einer wissenschaftlichen Theorie hervor geht

* Der Terminus der Wahr scheinlichkeitstheorie bezieht sich meist auf die Anwendung
mathematischer Verfahren auf die Beschreibung von Zufallsereignissen, bei denen sich die relativen
Haufigkeiten aller mdglichen Ergebnisse in einer langen Reihe von Beobachtungen festen
Grenzwerten néhern.

= Axiom = allgemeinster Satz einer Theorie, die eines Beweises nicht bedarf (miissen aber brauchbar
sein)

= Theorem = Sétze niedrigerer Allgemeinheit, hergel eitete Theorien (unter Axiom angesiedelt),
Aussagen, die aus Axiom abgeleitet werden. Durch Glaser 7 Theoreme bekannt

Was besagen in der Wahrscheinlichkeitstheorie die Theoreme vom komplementaren Ereignis
und vom unmdglichen Ereignis sowie das allgemeine Additionstheorem?

e 1. Theorem:

Theorem vom komplementéaren Ereignis:

Alle Ereignisse, die nicht zum Ereignis A gehdren, bezeichnet man zusammengefasst als das

entgegengesetzte oder komplementére Ereignis zu A. Eswird durch ,,non A« A gekennzeichnet. Die
Vereinigung von A und A (Au A) flhrt zu einem sicheren Ereignis.

p(A)=1- p(A)

* 2. Theorem:
Theorem vom unmoglichen Ereignis:

Ein unmogliches Ereignis kann bei keiner Realisierung eines Zufall sexperimentes stattfinden und wird
deshalb mit © (leere Menge) gekennzeichnet. p(®) = p(ﬁ) =0

e 3. Theorem:
Allgemeines Additionstheorem:
a) die Wahrscheinlichkeit, dal? bei einem Zufallsexp. mit den Ereignissen A, B, C, D ... wenigstens
eines der beiden Ereignisse A oder D eintrifft, ergibt sich aus der Summe der Wahrscheinlichkeiten fir
A und D, abzlglich der Wahrscheinlichkeit daftr, dal3 beide Ereignisse zugleich auftreten.
p(AUB)= p(A)+ p(B)- p(An B)
Bsp. 1 und 3 bei einem Wurf mit einem Wirfel werfen schliefdt sich aus
= Additionstheorem fir nicht- disjunkte (unvereinbare) Ereignisse

» die Wahrscheinlichkeit, dal’ eines der disjunkten Ereignisse A; oder A, oder ...A auftritt ist gleich
der Summe der Einzelwahrscheinlichkeiten p(A1) + p(Ay) ... + p(Ay).
= Additionstheorem fur digunkte (vereinbare) Ereignisse

2.15) Was besagt das Ber noulli-Theorem der Wahr scheinlichkeitstheorie?

n
Das Bernoulli-Theorem verbindet die Konzepte ,relative Haufigkeit“ p, = —£ und
n

Wahrscheinlichkeit 7(A).

- Wenn ein Zufallsexp. n-mal wiederholt wird, lasst sich auszahlen, wie haufig ein Ereignis A
eingetreten ist. Diese Haufigkeit wird mit ny bezeichnet. Daraus ergibt sich die relative Haufigkeit




nA
pa=-2
A n

-> Bei Durchfiihrung von mehreren Versuchsserien kann man dann feststellen, dal3 p, mit
wachsendem n auf einen konstanten Wert konvergiert, den man al's Wahrscheinlichkeit von A bzw.
n(A) bezeichnet

=>» Esbeschreibt die Wahrscheinlichkeit fir die Haufigkeit des Auftretens einer Klasse in einer
Stichprobe von n voneinander unabhangigen Wiederholungen.

n
Die Wahrscheinlichkeit 77( A) fiir ein Ereignis A wird durch die relative Haufigkeit p, = —2
n

geschétzt, wobei diese Schatzung um so genauer ausfallt, je grof3er nist.
Anzahl der gunstigen Ereignisse A
oder p(A) =

Anzahl der moglichen Ereignisse

Bei grofiem n nahert sich die Bernoulli-Verteilung der kontinuierlichen Normalverteilung.

= Das Bernoulli-Theorem stellt die Verbindung der Konzepte relative Haufigkeit pa = na / nund
Wahrscheinlichkeit n(A) dar:

Das Theorem besagt: Wenn ein Ereignis A mit best. Wahrscheinlichkeit auftritt und n voneinander
unabhangige, gleichartige Zufallsexp. durchgefihrt werden, geht die Wahrscheinlichkeit dafir, daid
sich die relative Haufigkeit um einen beliebig kleinen Betrag von der Wahrscheinlichkeit
unterscheidet gegen Null. Vorausgesetzt n geht gegen unendlich.

2.16 Wieist die bedingte Wahr scheinlichkeit definiert, und wie definiert man mir ihrer
Hilfe die stochastische Unabhangigkeit von Zufallsereignissen? Was besagt das
allgemeine Multiplikationstheorem fur Wahrscheinlichkeiten, was das
Multiplikationstheorem fr unabhangige Ereignisse?

Wieist die bedingte Wahrscheinlichkeit definiert, und wie definiert man mir_ihrer Hilfedie
stochastische Unabhangigkeit von Zufallser eignissen?

* Die bedingte Wahrscheinlichkeit p(A/ D) (lies p(A) unter der Bedingung D) kennzeichnet die
Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A unter der Bedingung, dal3 das Ereignis D eingetreten ist.

analog erhalt n(1an daZL)JZ
_ plAnD
DI A)= p(A)

=> Die bedingte Wahrscheinlichkeit bedeutet eine Einschrénkung des Ereignisraumes.

=> Bedingte Wahrscheinlichkeiten sind in der statistischen Entschei dungstheorie von besonderer
Bedeutung, da eigentlich jede Wahrscheinlichkeitsaussage an Bedingungen geknipft ist. Diese
betreffen in jedem Falle die Untersuchungsbedingungen, unter denen ein Zufallsexperiment
durchgefihrt wird. Genaugenommen miisste die Aussage ,,In diesem Zufall sexperiment hat das
Ereignis A eine Wahrscheinlichkeit p(A)“ ersetzt werden durch die Aussage ,.In diesem
Zufallsexperiment hat das Ereignis A eine Wahrscheinlichkeit p(A) vorausgesetzt, das
Zufallsexperiment wird korrekt durchgeftihrt (Ereignis B)“. Da man jedoch meistens davon ausgehen
kann, dal3 diese Voraussetzung erfillt ist (d.h. daf3 die Wahrscheinlichkeit eines korrekten
Zufallsexperimentes einsist bzw. p(B) = 1), erhalt man statt der bedingten Wahrscheinlichkeit p(A|B)
die einfache Wahrscheinlichkeit p(A).

* Die stochastische Unabhangigkeit von Zufallsereignissen ist ein Sonderfall der bedingten
Wahrscheinlichkeit. Wenn p(A|B)= p(A) bzw. p(B|A)= p(B), dann nennt man A und B

stochastisch unabhangig.




Was besagt das allgemeine Multiplikationstheor em fur Wahr scheinlichkeiten, was das
Multiplikationstheorem fiir unabh&ngige Ereignisse?

* Allgemeines Multiplikationstheorem fur Wahrscheinlichkeiten: Haben 2 Ereignisse A und B in
einem Zufallsexperiment die Wahrscheinlichleiten p(A) und p(B), ergibt sich fir die
Wahrscheinlichkeit, dal? beide Ereignisse gemeinsam eintreten, das Produkt der Wahrscheinlichkeiten:

p(AnB)= p(A)- p(B| A)bzw. p(An B)= p(B)- p(A|B).

* Multiplikationstheorem fir unabhéngige Ereignisse: Zwei Ereignisse A und B sind voneinander
unabhangig, wenn die Wahrscheinlichkeit fir das gemeinsame Auftreten der Ereignisse A und B dem

Produkt ihrer Einzelwahrscheinlichkeiten entspricht: p(An B)= p(A)- p(B)

2.17) Was besagt das Bayes-Theorem? Was kann man mit seiner Hilfe berechnen? Wo
liegen die praktischen Anwendungen? Wieso kann man behaupten, das Bayes-Theorem
sel ,,dieLogik der Diagnostik“? Was hat das Bayes-Theorem mit dem Verhaltnisvon
»Krankhet*“ und ,,Symptom zu tun?

Was besagt das Bayes-Theorem?
Das Bayes-Theorem verknupft die bedingten Wahrscheinlichkeiten p(A/B) und p(B/A) unter der
Verwendung der totalen Wahrscheinlichkeit.

p(B/ A)x p(A)

A/B)=

PATE) p(B)

|&sst sich erweitern zu (wenn p(B) fehlt):
p(B/ A)x p(A)

p(B/ A)x p(A)+ p(B/A)x p(A)
= Esstellt eine Alternative zur klassischen Hypothesenprifung dar.

p(A/B)=

Was kann man mit seiner Hilfe berechnen?

Das Bayes-Theorem gestattet die Berechnung einer a posteriori- Wahrscheinlichkeit p(B/A) - dasist
die Wahrscheinlichkeit fur das Eintreten des Ereignisses B unter der Bedingung, dass A bereits
eingetreten ist - aufgrund von gegebenen a-priori-Wahrscheinlichkeiten.

P(B/A) sprich: B gegeben A.

Wo liegen die praktischen Anwendungen?

Es findet grof3e Anwendung in der Krankheitsdiagnostik und wird angewandt um zu berechnen mit
welcher Wahrscheinlichkeit eine Krankheit bei einem Patienten tatsachlich vorliegt, wenn er eine
bestimmte Symptomatik zeigt. Dabei mufd die Wahrscheinlichkeit dieser Symptomatik bei der
bestimmten Krankheit bekannt sein und die Wahrscheinlichkeit der Symptomatik bei anderen
Krankheiten und die apriori- W. der Krankheit selbst mul3 auch bekannt sein.

=>» So kann man z.B. bei einem Krebsvorsorgetest, der positiv ausgefallen ist, sagen mit welcher
Wahrscheinlichkeit der Patient tatsichlich an Krebs leidet.

Wieso kann man behaupten, das Bayes-Theorem sei ,.die L ogik der Diagnostik*?

Das Wissen des Experten hat die Struktur p(Symptom gegeben Krankheit). In der diagnostischen
Situation ist das Symptom gegeben. Die Diagnose besteht dann in der Herleitung von p(Krankheit
gegeben Symptom). Das geschieht meistens als intuitive Wissensnutzung, nicht als explizite
Berechnung.

= Das Bayes-Theorem wird als,,Logik der Diagnostik bezeichnet, weil man durch das Theorem
aufgrund von Beobachtungsdaten Wahrscheinlichkeiten korrigieren kann und damit diagnostische
Entscheidungen optimieren kann.




Was hat das Bayes-Theorem mit dem Verhéaltnisvon ,.,Krankheit* und ,,Symptom zu tun?
Verhdtnisvon "Krankheit" und " Symptom":

Bei bekannter Wahrscheinlichkeit p(S| K) einer bestimmten Symptomatik S bei einer bestimmten
Krankheit, bekannter Wahrscheinlichkeit p(S| —K) des Auftretens dieser Symptomatik bei allen
anderen Krankheiten und bekannter a priori Wahrscheinlichkeit p(K) der Krankheit K kann die

Wahrscheinlichkeit p(K | S) ausgerechnet werden, also die Wahrscheinlichkeit, dafd ein Patient an der
Krankheit K leidet, wenn er die Symptomatik S zeigt.




