Deskriptive Statistik

1.1) Wie entsteht eine empirische Verteillung? Wie gewinnt man die Tabelle? Wie stellt
man die Vertellung grafisch dar? Wasist ein Histogramm, was ein Polygonzug?

Wie entsteht eine empirische Verteilung?

Eine empirische Verteilung entsteht durch die Aufbereitung von in empirischen
Untersuchungen/Beobachtungen gewonnenen Daten. Grundlage dafir sind die Mess- oder
Beobachtungsprotokolle der Untersuchung.

Wie gewinnt man die Tabelle?

Zur tabellarischen Aufbereitung des Materials wird zunéchst eine Urliste angefertigt, in der die
Versuchspersonen mit einem Laufindex gekennzeichnet werden und jeder dieser Laufvariablen in
einer weiteren Spalte der entsprechende Messwert zugeordnet wird. Diese Urliste wird dann, evtl.
nach Festlegung von Kategoriebreiten, in eine zusammenfassende Strichliste Gberfuhrt. Dabel wird
jeder Messwert oder jede Kategorie nur einmal aufgefihrt und erhélt eine Laufvariable fir die
Verteilung. Aufgrund der Strichliste kann nun die Haufigkeit der einzelnen Messwerte oder
Kategorien bestimmt werden.

Die tabellarische Beschreibung der Verteilung kann, ausgehend von der Strichliste, durch eine
Haufigkeitsverteilung, eine kumulierte Haufigkeitsverteilung (sukzessiv aufsummierte Haufigkeiten
— wobei der letzte Wert dem Stichprobenumfang n entspricht — Kontrollfunktion) eine
Prozentwertverteilung und/oder eine kumulierte Prozentwertverteilung erfolgen.

Wie stellt man die Verteilung grafisch dar?
Die graphische Dar stellung einer empirischen Verteilung kann z. B. durch ein Histogramm, einen
Polygonzug oder auch durch ein Kreisdiagramm erfolgen.

Wasist ein Histogramm, was ein Polygonzug?
e FUr die Darstellung mittels Polygonzug werden die Kategoriemitten benttigt.
Kategorienmitte = obere Kategoriengrenze + untere Kategoriengrenze
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Diese Werte werden in gleichen Abstanden auf der Abszisse (x-Achse) abgetragen. Die Haufigkeiten
werden auf der Ordinate (y-Achse) abgetragen. In den die Kategorienmitten kennzeichnenden Punkte
werden Lote errichtet, deren Lange der jeweiligen Kategorienhdufigkeit entspricht. Die Endpunkte der
L ote werden verbunden = Polygon. Bei dem Polygonzug handelt es sich nicht um eine Kurve, sondern
um einen Streckenzug!!!
Der Polygonzug beginnt und endet auf der Abszisse, wobei die Fléche unter dem Polygonzug dem
Stichprobenumfang n bzw. bei einer Prozentwertverteilungen 100% entspricht. Da die einem Polygon
zugrunde liegende Variable stetig ist (stetige Variable: das Merkmal kann unendlich viele Messwerte
annehmen, z.B. Alter, Gewicht, KorpergrofRRe), durften sich theoretisch keine Knicke im Linienverlauf
ergeben (mdglich bei sehr grof3en Stichproben). Eine Glattung des Kurvenverlaufesist durch das
Verfahren der gleitenden Durchschnitte (drei-, finf- 0. siebengliedrige Ausgleichung) mdglich.
* Bei der Darstellung durch ein Histogramm werden auf der Abszisse die Kategoriengrenzen und auf
der Ordinate, wie beim Polygon auch die Haufigkeiten (absolut oder prozentual) abgetragen. Im
Histogramm erhélt jeder X-Wert eine Saule von der Breite der Mal3zahlklasse und der Hohe f. Die
seitlichen Begrenzungslinien jeder Saule stellen dabei die Mal3zahlklassengrenzen dar; der Uber der
Mafdzahl X in der Hohe f gezeichnete Punkt liegt also in der Mitte der Saule.
Wobei zu beachten ist, dass die Fléche und nicht die Hohe einer Saule im Histogramm die
Haufigkeiten in dieser Kategorie/Messwert angibt (- bel gleich breiten Saulen ist die Hohe aber
proportional!). Die Gesamtfl&che des Histogramms entspricht ebenfalls dem Stichprobenumfang n
oder 100%.
= Achtung: Spalten zwischen den einzelnen ,,Saulen sind nicht mdglich
Lt Bortz (S.31ff) ist ein Polygon nur zur Darstellung einer stetigen Variablen geeignet, wéhrend das
Histogramm der graphischen Darstellung einer diskreten Variablen (diskrete Variable: Wertebereich




nicht beliebig unterteilbar, kann nur bestimmte Abstufungen einnehmen, z.B. Geschlecht,
Parteizugehorigkeit, also qualitative Merkmale) vorbehalten bleiben sollte.

Erganzend: Das Kreisdiagramm eignet sich besonders fir die V eranschaulichung von Haufigkeiten
einer Nominalskala.

1.2) Welcher Zusammenhang besteht zwischen der Haufigkeitsverteilung als
Histogramm und der kumulierten Haufigkeitsverteilung als Polygonzug? Mit welcher
geometrischen Konstruktion kann man aus der kumulierten Haufigkeitsverteilung
Quantile entnehmen?

Welcher Zusammenhang besteht zwischen der Haufigkeitsverteilung als Histogramm
und der kumulierten Haufigkeitsverteilung als Polygonzug?
Allgemein gesagt ist die kumulierte Haufigkeitsverteilung als Polygonzug das Integral der

Héaufigkeitsverteilung als Histogramm.
Xo

Satz  fum(Xo)= j f(x) dx.

-00

Mit welcher geometrischen Konstruktion kann man aus der kumulierten Haufigkeitsverteilung
Quantile entnehmen?

* Bel der Haufigkeitsverteilung als Histogramm (Dichtefunktion) entsprechen stets die Flachen der
Saulen den Haufigkeiten, d. h. wenn ein bestimmter Flachenanteil ermittelt werden soll, z.B. ein

Quartil, mussten daftr die Flachen der Saulen bis zu dem Absziss:enpunkt%1 aufsummiert werden.

* Der Polygonzug fur die kumulierte Verteilung dagegen stellt eine Verteilungsfunktion dar, bei der
nicht die Flache sondern die Funktion eines bestimmten Abszissenwertes den kumulierten
Haufigkeiten bis zu diesem Wert entspricht. Dadurch, daf3 dieser Polygonzug der kumulierten
Haufigkeiten das Integral der Haufigkeitsverteilung darstellt, ist es moglich den gesuchten

Flachenanteil, der jaz. B. bei einem Quartil 1) il betragt, geometrisch zu ermitteln. Dazu wird auf der

Ordinate (bei einem Quartil) der Wert % abgetragen und dann abgel esen welcher Abszissenwert zu

diesem Punkt gehdrt. Der abgelesene ,,x*“- Wert entspricht damit dem Punkt unter der Fl&che, der Y
der Flache abschneidet. Andere Quantile kdnnen entsprechend ermittelt werden.

1.3) Wasist eine M al3zahlklasse? Was bedeutet M a’zahlklassenzusammenfassung, was
M al3zahlentransformation? Was ist eine linear e M al3zahlentransfor mation? Wie hangen
M al3zahlklassenzusammenfassung und M al3zahlentransfor mation miteinander
zusammen?

Wasist eine M al3zahlklasse?

Um die Verteilungseigenschaften empirischer Daten besser veranschaulichen zu kénnen, werden die
individuellen Messwerte in Kategorien bzw. Intervallen zusammengefasst.

Eine M al3zahlklasse, dieimmer durch ihren mittleren Messwert bezeichnet wird, enthélt also je nach
Klassenbreite eine bestimmte Anzahl von aufeinanderfolgenden Messwerten, deren Haufigkeiten
aufsummiert die Haufigkeit in dieser Mal3zahlklasse ergeben.

Was bedeutet M a3zahlklassenzusammenfassung, was M al3zahlentr ansfor mation?

= Die Mal3zahlklassenzusammenfassung und ihre Transformation wird bei grof3en Stichproben
vorgenommen um Kenngrofien, wie Mittelwert, Standardabweichung, etc., besser und einfacher
berechnen zu kdnnen und um ein tbersichtlicheres Histogramm zu erhalten.

* Wenn man mehrere alte Mal3zahlklassen zu wenigen neuen zusammenfasst spricht man von

M al3zahlklassenzusammenfassung. Dies bietet sich an, wenn mehr als ca. 50 Beobachtungswerte
vorliegen hat. Man bildet entsprechend dem Umfang n einer Stichprobe etwa 7 bis 20 neu




MaRzahlklassen (\n) mit gleicher Klassenbreite b. Auch hier wird die Ma3zahlklasse wieder nach
ihrer Mitte bezeichnet. Angenommen, wir haben nach obigem Beispiel neue Mal3zahlklassen mit der
Klassenbreite b = 3 gebildet. Dann haben wir jetzt eine Mal3zahlklasse von 13,5 — 16,5 mit der Mitte
von 15. Die néchste M al3zahlklasse héatte eine Mitte von 18, 21, 24, usw..

Die Zusammenfassung von Messwerten in Mal3zahlklassen wird auch als Reduktionslage einer
Haufigkeitsverteilung bezeichnet.

 Zuvor hatten wir Mal3zahlklassen mit Schritten von 1, nun haben wir Mal3zahlklassen mit Schritten
von 3, um diese wieder in Schritten von 1 zu bekommen kdénnte man z.B. durch b = 3 tellen und hétte
dann die Maf3zahlklassen 5, 6, 7 und 8. Dies nennt man lineare Mal3zahltransformation.

Wasist einelineare M aRzahlentr ansfor mation?
- Um eine weitere Vereinfachung der Daten zu erreichen, konnen die so erhaltenen Mal3zahlen nach
(x-K)

der Formel x;= linear transformiert werden, wobel a die Klassenbreite und K eine festgelegte

Konstante darstellt. Um eine neue einfachere Skala zu finden, kann z. B. die am haufigsten besetzte
Mafdzahlklasse, die transformierte Klasse x; = 0 erhalten, die vorangehenden und nachfolgenden
Klassen werden den entsprechend mit —1 oder 1 bezeichnet.

- Noch eine weitere Moglichkeit der linearen Mal3zahltransformation wére:

Xt=kXi-b

Wie héngen M alRzahlklassenzusammenfassung und Mafl3zahlentr ansfor mation miteinander
zusammen?

Durch die lineare Transfor mation wird der Ursprung und die Einheit der Skala neu im numerischen
Relativ neu festgelegt, die fur die Auswertung wichtigen quantitativen Aussagen der Intervalldaten
bleibt aber erhalten.

1.4) Was bedeutet der Ausdruck z X; ? Auf welche Anordnung von Zahlen kann er
i=1
n
bezogen wer den? Was muR dabei ber echnet werden? Wasergibt D@, was
i=1

n n n
(% —a),was Y a* X ,was X X *Yy 2
i=1 i=1 i=1

n
Was bedeutet der Ausdruck z X 2
i=1

n
Das griechische Sigma () stellt das Operationszeichen fir eine Summe dar. Dabei steht Z )(I fOr x;
i=1
+ X+ X3+ ... + Xy, dsodie Summedler x,—Werteflri = 1 bisn. n,,. Der Laufindex i kann durch
beliebige andere Buchstaben ersetzt werden. Unterhalb des Summenzeichens wird der Laufindex mit
der unteren Grenze aller Werte (i = 1) gleichgesetzt, und oberhalb des Summenzeichens steht die
obere Grenze (n).



Auf welche Anordnung von Zahlen kann er bezogen werden?

Bezogen wird der Ausdruck auf die Werte der Variablen x, wobei der Laufindex i untere Grenze aller
Werte (also den 1. Wert) bezeichnet und oberhalb des Summenzeichens die obere Grenze (der letzte
Wert) steht, der mit aufsummiert wird.

Was muld dabei berechnet werden?

n

i = X1+ X2+ X3+X4+ ... Xn
2%
i=1

n n n n
Wasergibt Y a_was Z(X| —a),w_asza*xi ,w_asZX, Y2
i=1 i=1

i=1 i=1

n
e Dabei dem Ausdruck z a der Buchstabe a mit keinen Laufindex versehen ist, kann es sich nur
i=1
um eine Konstante/freie Variable handeln, d. h. es kann keine Summe gebildet werden und damit ist

n
Y a=n=a
i=1

n
. Z ()(I — a) steht fir (x, — @)+ (Xo— @)+ ... +(X,- 1 — @)+ (X, — @), eswerden
i=1
also zuerst die Differenzen (oder Abweichungen) der einzelnen Werte x; von einer Konstanten a
ermittelt und dann diese Differenzen aufsummiert

n n
= Mdgliche Umformung: Z ()(I - a) =( Z X; ) —n+a, also zuerst Summe aller x,—Werte
i=1 i=1
bilden und dann die Konstante n-mal davon subtrahieren.

n
o z a* )(| ist die Summe der Produkte (a#x;)+ (a#x)+ (a#Xs)+ ... +(a#x,).
i=1

Da a eine Konstante darstellt ist es auch méglich zuerst die Summe aller x,—Werte zu bilden und dann
mit der Konstanten a zu multiplizieren,

n n
dh. Za*xi =a*ZXi :
i=1 i=1

n
° Z X| * yi = (X )+ o)+ (e#a)t ... + (Xa#Yy), aso die Summe der
i=1
Variablenprodukte x#y mit den jeweils gleichen Indizes.



1.5 Wasversteht man unter der Zentraltendenz einer Verteilung? Welche Mal3e gibt es
dafuir ? Welche Eigenschaften haben sie? Welche Uberlegungen fiihren zur Herleitung
der einzelnen Mal3e der Zentraltendenz? An welche Anwendungsvor aussetzungen sind
sie geknupft?

Was ver steht man unter der Zentraltendenz einer Verteilung?

Die Zentraltendenz einer Verteilung kennzeichnet die Lage einer Verteilung auf dem Zahlenstrahl
(x- Achse).

Masse der Zentraltendenz geben an, durch welchen Wert eine Verteilung am besten représentiert
werden kann. Allgemein ist die Zentraltendenz ein Mal3 fur Pegel, Niveau oder Durchschnitt einer
Verteilung und kann z. B. als mittlere oder durchschnittliche Leistung einer Stichprobe interpretiert
werden.

Welche M al3e gibt es dafir?

=>» Mal3e der Zentraltendenz:

1.) Modus/Modalwert

2.) Median (= ,.typischer Fall*)

3.) Arithmetisches Mittel/Mittelwert (= Durchschnitt, z.B. bei Verbrauch,...)
4.) Geometrisches Mittel (siehe Frage 1.6)

5.) Harmonisches Mittel (siehe Frage 1.6)

6.) Gewogenes arithmetisches Mittel (siehe Frage 1.6)

Welche Eigenschaften haben sie?

zu 1) Modus

Der Modalwert ist der Mittelpunkt der am haufigsten besetzten Mal3zahlklasse

= derjenige Wert, der am haufigsten vorkommt bzw. in der graph. Verteilung der Wert, bei dem die
Verteilung ihr Maximum hat (Bortz).

- Esgibt bimodale Verteilungen, bei denen 2 mit gleicher Haufigkeit besetzten Kategorien
dazwischen mindestens eine weniger besetzte ist (= Zweigipfelig).

(Gibt es zwischen den Intervallen mit den hochsten Frequenzen keine weitere Kategorie, soist die
Verteilung breitgipflig).

= Der Modus besitzt den geringsten Informationswert, da er keine Voraussetzungen an das
Skalenniveau macht und auch die Verteilung der Mal3zahlen nicht berticksichtigt.

zu 2.) Median
Der Median gibt den Punkt wieder, der die Flache/die Malzahlen der Verteilung halbiert.

-> der Wert, von dem alle Gbrigen Werte in der Weise abweichen, dass die Summe der Absolutbetrage
der Abweichungen ein Minimum ergibt.

Anwendung: Bei schiefen Verteilungen, offenen Mal3zahlklassen am Anfang oder Ende der
Verteilung und keinem I ntervallskalenniveau, sowie extrem geringer Anzahl von Messwerten ist er
das gunstigste Mal3 der Zentraltendenz.

= Median wird berechnet durch lineare Interpolation (dasist die Formel, mit u und fymund frumy ...)-

n
A fkumu

Md=u+2—— xKb

fkrit

zu 3.) Arithmetisches Mittel

- bezeichnet den Durchschnitt einer Verteilung.

- derjenige Wert, von dem die Summe aller quadrierten Abweichungen aller Xi- Werte von diesem
Wert ein Minimum ergibt.

- Summe aller Mal3zahlen dividiert durch Anzahl aller Mafl3zahlen:




2%
AM =X =12
n
Anwendung: durchschnittlicher Verbrauch, Kaufkraft,...

(zu 7). Geometrisches Mittel (siehe Frage 1.6)
(zu 8): Harmonisches Mittel (siehe Frage 1.6)
(zu 9): Gewogenes arithmetisches Mittel (siehe Frage 1.6)

An welche Anwendungsvor aussetzungen sind sie geknipft?
Modus = kein Skalenniveau

Median = mindestens Ordinalskalenniveau

Arithmetisches Mittel = mindestens | ntervallskalenniveau

1.6 Was ver steht man unter dem geometrischen Mittel, was unter dem har monischen
Mittel und was unter dem gewogenen arithmetischen Mittel? Wann werden diese M al3e
der Zentraltendenz angewandt?

Was ver steht man unter dem geometrischen Mittel, was unter dem har monischen Mittel und
was unter dem gewogenen arithmetischen Mittel?

zu 4.) Geometrisches Mittel

Das Geometrisches Mittel ist die n-te Wurzel aus dem Produkt aller Einzelmesswerte

GM =§/X1><X2><X3><...><Xn

Voraussetzung: alle Werte missen positiv sein

° zu5.) Harmonisches Mittel
Das Har monisches Mittel ist die Anzahl der Einzelmesswerte dividiert durch die Summe der
Kehrwerte der Einzel messwerte.
n

HM =

v 1

i1 X
= Damit ist das HM der Reziprokwert zum arithm. Mittel.

Zu 6.) Gewogenes arithmetisches Mittel

= Diesist der Gesamtmittelwert aus mehreren Einzelmittelwerten.

Aus den Mittelwerten eines Merkmals in mehreren Kollektiven wird die Gesamtsumme aller
Messwerte berechnet und durch die Summe aller Kollektivgrofien geteilt.

Wann werden diese M alRe der Zentraltendenz angewandt?

Geometrisches Mittel

Anwendung: Eswird bei verhdtnisskalierten Daten oder Merkmalen angewandt Bei subjektiven
Empfindungsstérken, Wachstums-/Inflationsraten, Schwundguoten und (Lern-) Zuwachswird im
Normalfall dieses Mal} berechnet.

Harmonisches Mittel

Anwendung: zur Berechnung von Durchschnittswerten bei konstanten und expliziten Mal3einheiten, z.
B. Durchschnittsverbrauch von Treibstoff ( in Liter/ km), Durchschnittsgeschwindigkeit (in km/h)...




*Merke: bei konstanter Nennervariable (Fahrzeit, Litermenge ...) ergibt sich der durchschnittliche
Index Uber das arithm. Mittel der Einzelindizes.

Gewogenes arithmetisches Mittel

Anwendung: Dieses Mal3 macht eine Aussage Uber die Gruppe (und nicht z.B. Uber den einzelnen
Schuler), er wird auch verwendet, wenn verschiedenen Mittelwerten eine unterschiedliche
Gewichtung zukommen soll (z.B. unterschiedliche Gewichtung von Haupt- und Nebenfachern beim
Durchschnitt).

1.7 Was ver steht man unter dem gleitenden arithmetischen Mittel? Wozu wird es
angewandt?

Was versteht man unter dem gleitenden arithmetischen Mittel?

e damitist das Verfahren der gleitenden Durchschnitte oder auch Ausgleichung genannt,
gemeint

e glattet den Kurvenverlauf eines Polygonzuges
die einem Polygonzug zugrundeliegende Variable ist stetig, damit dirften sich theoretisch keine
Knickeim Linienverlauf ergeben
1. Mdglichkeit der Anndherung an einen ,,geglétteten Verlauf:
- grof¥er Stichprobenumfang bei sehr engen Kategorien
2. Maoglichkeit der Anndherung an einen ,,geglétteten Verlauf :
- Verfahren der gleitenden Durchschnitte

Annahme des Verfahren der gleitenden Durchschnitte:

e Haufigkeiten in benachbarten Kategorien auf einer stetigen Variable verandern sich kontinuierlich
und nicht sprunghaft

e unter dieser Annahme kann die Haufigkeit einer Kategorie durch die Haufigkeiten der
benachbarten Kategorien im Interpolationsverfahren bestimmt werden

e zufdlig bedingte Irregularitdten und Springe kdnnen damit ausgeglichen werden
statt der Haufigkeiten einer Kategorie k wird der Durchschnitt der Haufigkeiten der Kategorien k-
1. K und k + 1 eingesetzt

a) 3- gliedrige Ausgleichung

f(quer)x = foen Hic+ fen

3
b)5- gliedrige Ausgleichung
f(quer)'y =f, —2+f -1 +f +f +1+f, +2
5

Wozu wird es angewandt?

Den Polygonzug einer graphischen Darstellung zu glétten, da die zugrundeliegende Variable stetig ist,
durfte sich theoretisch keine Knicke im Linienverlauf ergeben.

1.8 Wasversteht man unter der Dispersion einer Verteilung? Welche Mal3e gibt es
dafiir ? Welche Eigenschaften haben sie? Welche Uberlegungen fiihren zur
Herleitung der einzelnen MalRe der Dispersion? An welche
Anwendungsvoraussetzungen sind sie geknuipft?

Was ver steht man unter der Dispersion einer Verteillung?
Dispersionsmal3e kennzeichnen die Breite oder Ausdehnung einer Verteilung. (= Mal3e der Streuung)




Die Dispersion ist ein Mal3 fur die Abweichungen der einzelnen Mal3zahlen voneinander. Sie ist damit
ein Mal fur die Homogenitat (Gleichheit, innere Ubereinstimmung) einer Stichprobe, bzw. wie
ahnlich die Mitglieder hinsichtlich des gemessenen Merkmals sind

=>» Sieinformieren also Uber die Unterschiedlichkeit der Werte und charakterisieren die Variabilitét
eines Merkmals.

=> Bei empirischen Untersuchungen, helfen sie bei der Beantwortung der Frage, wie die beziiglich
eines Merkmal s angetroffene Unterschiedlichkeit von Personen oder anderen Untersuchungseinheiten
zu erkléren ist.

Dispersionsmal3e kdnnen zudem die Zuverlassigkeit einer Messung/Prognose oder die Grol3e eines
Messfehlers bestimmen helfen.
Die Mal3e der Dispersion werden formal analog zu den Mal3en der Zentraltendenz definiert. Sie
entsprechen diesen hinsichtlich Informationsgehalt und Anwendungsvoraussetzungen:
Jedoch: dhneln sich 2 Verteilungen hinsichtlich ihrer zentralen Tendenz, kénnen sie dennoch auf
Grund unterschiedlicher Streuungen (Dispersion) der einzelnen Werte stark voneinander
abweichen

Welche M al3e gibt es dafir?
1) Variationsbreite (,,absoluter Streubereich®) (R, ,,range”)
2) Quartilabstand (Q) (Interquartilbereich)
3) AD- Streuung
4) Varianz (%, 63)

5) Standardabweichung (s, o)

Welche Eigenschaften haben sie?

Zu 1) Variationsbreite (R, ,,range): ,,entspricht“ dem Modus und ist die Differenz zwischen grofdtem
und kleinstem Wert einer Verteilung. Ist das einfachste Streuungsmal3, das nur die beiden
extremsten Werte berticksichtigt = Streubreite aller Werte

R= Ximax ~ Xmin
Er gibt also an, in welchem Bereich sich die Messwerte befinden.

Da der absolute Streubereich beim Auftreten von grof3en Extremwertem kein adaguates Abbild der
vorliegenden Daten liefert, ist er nicht besonders zur Bestimmung der Dispersion einer Verteilung
geeignet. (Er verliert besonders an Bedeutung, wenn Ausreil3er dabei sind.)

Zu 2) Quartilabstand (Q) (Interquartilbereich)
a) Interquartilbereichsbestimmung

Sie geben also denjenigen Ausschnitt der Messskala wieder, in dem sich ein bestimmter Prozentsatz
aler Werte befindet. E sind Mal3zahlen mit der gleichen Einheit wie die urspriinglichen Werte.

1xn

—— fum
Q =u+ 4 x Kb
fkrit
2xn
4 _fkumu
Q,=u+ x Kb



3><n_f

kumu
4

Q=u+ x Kb

fkrit
b) Interquartilbereich
Breite des Intervalls, in der die Mitte, die Halfte aler Faleliegt

|Q:Q3_Q1

¢) mittlerer Quartilabstand (Q): Er ist quasi das Pendant zum Median und ist definiert as:

Q= &-Q Q, — Q, wird asInterquartilbereich bezeichnet.

2
Q1 und Qs sind die Punkte auf der Skala, die die unteren bzw. oberen 25% (1. bzw. 4. Quartil) der
Mal3zahlen der Verteilung abschneiden. Q, entspricht dem Median und halbiert die Verteilung.

/ \ 25% der Flache

(4. Quartil)

QA Q@ Qs

d) Interdezlbereich |5 (Breite der Verteilung innerhalb der sich die mittleren 80% befinden)

1xn
o7 lmu
D,=u+29  «Kb
fkrit
9xn
" lamu
D,=u+—0 Kb
krit
D=D9—D1

2 lg/ Ip=Mal fir die Schmalgipfligkeit

zu 3) AD- Streuung (= average-deviation) /Mittlere Abweichung/Mittlere Variation

Gibt den Durchschnitt der in Absolutbetrégen gemessenen Abweichungen aller Messwerte von 8
(AM) an. (Auf die grof3en und kleinen Mal3zahlen wird ganz verzichtet, es gehen nur die mittleren
50% der Féllein das Mal3 ein.

n
AD=Y (Ix-M )
i=1

n

nicht so empfindlich gegen Ausreil3er

zu 4) Varianz (<%, o?): Die Varianz ist definiert as die Summe der quadrierten Abweichungen der
Mal3zahlen von ihrem arithmetischen Mittel. (D.h. jede Abweichung wird aso mit sich selbst
gewichtet)



n

> (%~ M)?
SZ — i=1
n
Sie ist aso die durchschnittliche quadrierte Abweichung der Einzelmal3zahlen von ihrem
arithmetischen Mittel.
e Varianzist neben der Standardabweichung das gebréauchlichste Mal? zur Kennzeichnung der
Dispersion einer Verteilung
e DieVarianz wird von jedem Messwert der Gruppe beeinflusst
- samtliche Werte werden einzeln berticksichtigt
- groflere Abweichungen werden durch die Quadrierung stérker berticksichtigt, als kleinere
Abweichungen
ist empfindlich gegen Ausreiler

Nachteil: Wir erhalten hier nicht Mal3zahlen mit der gleichen Einheit wie die urspringlichen Werte,
sondern das Quadrat der urspriinglichen Einheit der Messwerte liegen hier zu Grunde. Da dieses
Mald schwer interpretierbar ist, wird die Quadrierung gewissermalien wieder riickgangig gemacht,
in dem man die Wurzel aus der Varianz berechnet (= Standartabweichung!!!)

Zu 5) Sandardabweichung oder Sreuung (s, o): Sieist die positive Quadratwurzel aus der Varianz.
(= Mal3 fir die Stérke der Variahilitat der Rohwerte). Sie gibt in etwa an, wie weit die einzelnen
Werte im Durchschnitt vom Mittelwert abweichen.

s=Vs

Standardabweichung ist groRer als AD- Streuung: s> AD

-durch die Quadrierung werden grofiere Abweichungen starker berticksichtigt

-AD- Streuung gewichtet alle Abweichungen gleich

Differenz zwischen AD- Streuung und Standardabwei chung nimmt deshalb mit steigender
Dispersion zu

Welche Uberlegungen fithren zur Herleitung der einzelnen M aRRe der Dispersion?

Zu 1) absoluter Streubereich oder Variationsbreite (R, ,,range”)

- ,.entspricht“ dem Modus und ist die Differenz zwischen gréfitem und kleinstem Wert einer
Verteilung:

R = X, = Xmin
Zu 2) Quartilabstand (Q) (Interquartilbereich)
a) Interquartilbereichsbestimmung
=> Hier liegt die Flachenberechnung zu Grunde
Flache= f,,, + S x (x—u)
Kb
b) Interquartilbereich (1Q)
=> Flache 3 - Flache 1
¢) mittlerer Quartilabstand (Q)
= Um den mittleren Quartilabstand zu berechnen,

(Qa_Qz)"'( Z_Ql) ( 3_Q1)
Q= 2 T2




3) AD- Streuung

=> nix mehr gefunden

4) Varianz (4, 6?)

=> Dieses Streumal3 ist eine Art Mittelwert 2. Ordnung, d.h. Mittelwert der Mittelwertsabweichung
5) Standardabweichung (s, o)

=>» Da das Mal3 der Varianz schwer interpretierbar ist, wird die Quadrierung gewissermal3en wieder
riickgéngig gemacht, in dem man die Wurzel aus der Varianz berechnet (= Standartabweichung!!!)

An welche Anwendungsvor aussetzungen sind sie gekniipft?

¢ Streumale fur mindestens ordinal skalierte M esswerte

1) absoluter Streubereich oder Variationsbreite (R, ,,range’)
2) Quartilabstand (Q) (Interquartilbereich)

a) Interquartilbereichsbestimmung

b) Interquartilbereich (IQ)

c¢) mittlerer Quartilabstand (Q)

- ist stets dann zu berechnen, wenn als Mal? der Zentraltendenz der Median bestimmt worden ist, also
vor alem bei schiefen Verteilungen und bei offenen Mal3zahlklassen

* Streumale fir mindestens intervallskalierte Messwerte
3) AD- Streuung (?)
4) Varianz (?, 6?)
5) Standardabweichung (s, o)

1.9 Was versteht man unter Schiefe, was unter Exzesseiner Verteilung? Welche Malie
gibt esdafir? Aufgrund welcher Uberlegungen werden sie hergeleitet?

Was ver steht man unter Schiefe, was unter Exzesseiner Verteilung?

* Die Schiefeist ein Mal3 fur die Abweichung einer Verteilung von der Symmetrie. Unter schiefen
Verteilungen versteht man Verteilungen, deren graphische Darstellung nicht achsensymmetrisch ist.
Bei schiefen Verteilungen fallen arithmetisches Mittel und Median nicht zusammen. Liegt das
arithmetische Mittel rechts vom Median, so spricht man von einer linkssteil Verteilung, anderenfalls
von einer rechtssteilen Verteilung

rechtsschief (linksgipflig) Md M

[
M Md

linksschief (rechtsgipflig)
* Der Exzess bezeichnet die Schmal- bzw. Breitgipfligkeit einer Verteilung




Welche M al3e gibt es dafiir ?
A) Das Mal3 fur die Schiefe

Al) ist das sogenannte 3.Potenzmoment () einer Verteilung:

3 3
2.7
o, =— In diese Formel gehen z-standardisierte Malzahlen ein!
n
X - M

S

Formel zur Berechnung von z-Werten:  z =

Rechtssteil = negativer a-Wert
Symmetrisch =0
Linkssteil = positiver o.- Wert
A?2) oder bei Quantilen berechnet sich die Schiefe: Sch= AM - Md
S
Ist Sch> 0 - linksstell, Mo<Md<AM
Ist Sch < 0 - rechtssteil, AM<Md < Mo
Sch=0- symmetr.,, AM =Md=Mo

B) Das Mal3 fur den Exzessist
B1) das 4. Potenzmoment (o.s) einer Verteilung:

o, =————x—-3 In diese Formel gehen z-standardisierte Mal3zahlen

en!
o4 bei einer Normalverteilung = O, kleiner Werte bedeuten Breitgipfligkeit, grofiere Werte bedeuten
Schmalgipfligkeit. Der Exzess sollte nur bei einer unimodalen V erteilung berechnet werden.

B2) Uber die Quantile betrachtet.
Ex=Q3-0Q1
2 (D9- D1)
Der Exzess einer Normalverteilung = 0,263, je grof3er umso breitgipfliger und umgekehrt.

Aufgrund welcher Uberlegungen werden sie her geleitet?

Uberlegungen zur Herleitung:

Schiefe: Ausgangspunkt sind die z-Werte. Bei der 3.Potenz werden z-Werte mit grof3erem
Betragstérker gewichtet als kleinere, d.h. vom X weiter entfernte x; erhalten stérkeres Gewicht.
Aulerdem bleiben die Vorzeichen bei der 3.Potenz erhalten, d.h. die grofReren (negativen) z-Werte
liegen bei rechtssteilen Verteilung links = a3 wird negativ, bei linkssteilen Verteilungen liegen
grof3ere (positive) z-Werte rechts = oz wird positiv.

Eine grobe Abschatzung fir die GroRRe der Schiefe (Sch) einer Verteilung nannte bereits PEARSON

(1895): Sch=>"M° Borrz G1.1.28).
S
GLaser: Sch=X—Md (10).
Exzess: Ausgangspunkt sind die z-Werte. Bei einer Normalverteilung erwartet man den Wert

von o= 0.



Kleinere a.,-Werte kennzeichnen eine breitgipflige und grof3ere as-Werte eine schmalgipflige
Verteilung.

Der Exzess einer Verteilung sollte nur bei unimodalen Verteilungen berechnet werden.

Der Exzess (Ex) kann auch tiber Perzentilwerte nach folgender Gleichung geschétzt werden:

P.-P
BORTZ (1.29): Ex=—2—2—
2 (Pgo - Plo)

Der Exzess einer Normalverteilung betragt Ex = 0,263. Je grofier der Exzess einer Verteilung, um so
breitgipfliger ist ihr Verlauf.

Qs _Ql

GLASER: EX = —M—
2* (D9 - Dl)

1.10 Was ver steht man unter dem Moment einer M al3zahl bezliglich des
Koordinatenanfangs, bezuglich des arithmetischen Mittelwertesund eines beliebigen
Punktesa? Was ver steht man unter einem linear en, quadr atischen, kubischen,
quartischen Moment? Was ver steht man unter dem Moment einer Verteillung?

Was ver steht man unter dem Moment einer M al3zahl bezliglich des K oor dinatenanfangs,
bezliglich des arithmetischen Mittelwertes und eines beliebigen Punktes a?

Moment einer Mal3zahl = X;j bezliglich a=» dasb’ te Moment Z(xi - i)b

Das Moment ist die Abweichung der Messwerte vom Bezugswert:

bzgl. des Koordinatenanfangs. Messwert x;-0

bzgl. des AM: Abweichung vom AM (x;- X)

bzgl. eines Punktes a: (x;-a)
= Moment Mal3zahl — beliebiger Punkt A: Punkt a entspricht dem Lot des Waagebalkens
Der Punkt A ist das Lot der Waagebalken der Verteilung (Vorstellung dal3 Verteilung auf Waagebal ken driickt.) Waage ist
genau dann im Gleichgewicht wenn a= AM = Schwerpunkt einer Verteilung.
= Wenn alle Félle auf x-Achse wie Hebelarme am Schwerpunkt drehen + sich Gleichgewicht einstellt. => AM hat
Schwerpunkteigenschaft, wenn a= AM

Was ver steht man unter einem linear en, quadr atischen, kubischen, guartischen M oment?

Da die Abweichungen potenziert werden kdnnen, spricht man vom ersten, zweiten bis n-ten Moment
bzw. vom linearen, .....Moment:

lineares Moment: > (x;-a) - Lage

quadr atisches Moment: ¥ (xi-a)> — Dispersion/Varianz: a= X

kubisches Moment: ¥ (x-a)° — Schiefe: a= X

quartisches Moment: ¥ (x-a)* — Exzess: a= X

Was ver steht man unter dem Moment einer Verteilung?
Das lineare Moment einer Verteilung beztiglich der Summe aiist genau dann 0 wenn der Wert dem
arithmetischen Mittelwert entspricht

Y(x-a)=0 Gleichgewichta= X

1.11. Wasversteht man unter einen standardisierten Verteilung? Zu welchem Zweck
werden Verteilungen standardisiert?

Was ver steht man unter einen standardisierten Verteilung?
Eine standardisierte Verteilung ist eine Verteilung deren Werte z- transformiert wurden und die somit
den Mittelwert 0 und die Standardabweichung 1 hat.




Zu welchem Zweck werden Verteillungen standardisiert?

Eine Verteilung wird standardisiert um verschiedene Gruppen oder Populationen vergleichbar zu
machen. Dies wird durch eine Relativierung der individuellen Leistungen an denen der Gruppe
erreicht.

a) Die einfachste Art ist dabei den Prozentrang zu bilden: eswird fir jede Person ermittelt wie viel
Prozent aller Mitglieder der Population einen gréfl3eren bzw. kleineren Wert erhalten. Der Prozentrang
wird dann anhand kumulierter Prozentwertverteilungen bestimmt.

b) Eine andere Moglichkeit ist der Vergleich der Abweichungen der individuellen Leistung von den
Durchschnittsleistungen der Gruppe.

Um die Abweichungen zweier Leistungen vom Mittelwert besser vergleichbar machen zu kénnen
missen sie zuvor an der Unterschiedlichkeit aller Werte in der jeweiligen Gruppe relativiert werden.
Dabei werden die Abweichungen durch die Standardabweichung der jeweiligen Gruppe dividiert und
man erhalt somit einen z- Wert :

1.12. Was versteht man unter einen bivariaten Vertellung ? Wie sieht die zugehdrige
Urliste aus? Wie gewinnt man die bivariate Verteilung als Tabelleausder Urliste? Wie
wird sie graphisch dargestellt? Was ver steht man dabei unter einer univariaten
Randverteilung?

Was ver steht man unter einen bivariaten Verteilung?

Eine bivariate Verteilung ist eine Haufigkeitsverteilung bei der n voneinander unabhéngige
Beobachtungen zwei Merkmal salternativen (= 2 Variablen) zugeordnet werden. In der Urliste
entsprechen die beiden Zeilen den verschiedenen Merkmalen, die Spalten den Messwerten der Vpn.
Kriterien:

1) bivariat normalverteilte Grundgesamtheit

- Normalverteilung der x-Werte

- Normalverteilung der y-Werte

Wie sieht die zugehérige Urliste aus?

X332116436541

Y543522161215

= Eswerden die Merkmal sauspragungen x; des Merkmals X und die Merkmal sauspragungen y; des
Merkmals'Y an denselben statistischen Einheiten erhoben

Wie gewinnt man die bivariate Verteilung als Tabelle ausder Urliste?

Um eine bivariate Tabelle aus der Urliste zu erhalten werden die beiden Variablen a's

K oordinatensystem aufgespannt, wobei auf der Abszisse (1) die Werte von 'y, auf der Ordinate (—)
die Werte von x abgetragen werden. (Die Beobachtungen (x;;y;) ordnet man so, dal3 die Paare zuerst
nach den Auspragungen des Merkmals X geordnet werden. Bei gleicher Auspragung X; ordnet man
nach den Auspragungen des Merkmals Y (lexikographische Ordnung))

Dabei wird jewells ein kontinuierlicher Zahlenstrahl vom kleinsten bis zum grofdten Wert verwendet.
In diesem Koordinatensystem kénnen nun die jeweiligen x den dazugehérigen y- Werten zugeordnet
werden (man erhélt eine Strichliste)
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Wiewird sie graphisch dargestellt?

Graphisch wird eine bivariate Verteilung durch eine Punktwolke dargestellt, wobei mehrfach besetzte
Zellen durch eine haufigere Umrandung (z.B. Sunflowers) gekennzeichnet werden. Dabel sind
alerdings auch andere K ennzeichnungen maglich.

Was ver steht man dabei unter einer univariaten Randverteilung?

Eine univariate Randverteilung entspricht den einzelnen Verteilungen der beiden Merkmale
unabhangig voneinander. Die entsprechenden Kennwerte kdnnen jeweils am Rand der bivariaten
Verteilung (s.0. [].) errechnet werden und auch graphisch dargestellt werden. Dabei wird die
Verteilungsfunktion eines Merkmals direkt an die jeweilige Tabelle angel egt.

1.13) Wasversteht man bei einer bivariaten Verteilung unter linearer Regression?
Welche beiden Parameter hat die linear e Regressionsgleichung? Wie gewinnt man sie
ausder bivariaten Urliste oder Verteilung? Welche Gleichungen lassen sich nach dem
Kriterium der kleinsten Abweichungsquadrate herleiten? Warum liefert das Verfahren
im allgemeinen fur jede bivariate Verteillung zwei ver schiedene Geraden? I n welchem
Punkt schneiden sich diese Geraden? Wann stehen sie senkrecht aufeinander, wann
fallen sie zusammen?

Was ver steht man bei einer bivariaten Verteilung unter linearer Regression?

Ein linearer Zusammenhang zwischen X und Y liegt dann vor, wenn die gemessenen Punkteim
Streudiagramm von X und Y auf einer Gerade liegen

Bivariate Verteilung untersucht den Zusammenhang zwischen zwei Variablen.

= Regression ist das V oraussagen oder Schétzen des Wertes einer Variablen aus der Kenntnis des
Wertes einer anderen Variablen. Die Regressionsgleichung ermdglicht die VVorhersage des Wertes der
abhangigen Variablen (Prédikatorvariable) aufgrund eines beliebigen Wertes der unabhéngigen
Variablen (Kriteriumsvariable). Dazu mufd Héhe und Richtung (positiv oder negativ) ihrer Korrelation

bekannt sein. Geschétzt wird mit Hilfe sogenannter Regressionsgeraden.

Allgemein gilt:

= Eine lineare Regressionsanalyse ist nur dann sinnvoll, wenn der Pradikator X und das Kriterium 'Y korreliert sind,

= Bei der einfachen linearen Regression soll die Kriteriumsvariable Bei der einfachen linearen Regression soll die
Kriteriumsvariable nur durch eine Prédiktorvariable X vorhergesagt werden

= Die Konstanten aund b heif3en Regressionskonstanten. awird manchmal auch al's Regressionskoeffizient bezeichnet.
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Abb. 3:  AlsPunkte dargestellte Datenpaare zweier korrelierender Variablen. Die Regressionsgleichungen lassen sich als
Geraden darstellen. Auf der rechten Abbildung ist der Prozess des Schétzens grafisch dargestellt (Y” wird durch
X geschétzt).

Welche beiden Parameter hat dielinear e Regressionsgleichung?

Die Gerade wird durch 2 Bestimmungen (Steigung = b und Hohe = @) eindeutig festgel egt.

YN =Dy - X + 8 und  X*=Dbyy -y +ay (y"™ und x” bedeutet y bzw. x geschétzt)

Bei einem linearen Zusammenhang (y" = by, - X + a,) gibt der Wert adie Steigung der Geraden an,
auf der die Punkte liegen, und der Wert b gibt den Wert von Y an der Stelle X =0 an.

=> Der vordere Buchstabe entspricht dem Kriterium (= Kriteriumsvariable; die noch nicht vorhanden
ist, und die vorhergesagt werden soll).

=> Der zweite Buchstabe von b und a entspricht dem Prédikator (= Préadikatorvariable; die vorhanden
ist, und die zur Vorhersage eingesetzt wird)

= Grundsatzlich reichen zwel Bestimmungsstiicke einer Geraden, um die Koordinaten aller Punkte
aus rechnen zu konnen.

Wie gewinnt man sieausder bivariaten Urliste oder Verteilung?

Die Beziehung zwischen 2 Variablen kann aufgrund von Beobachtungen ermittelt werden, z. B. bei 2
VP die x- und die y-Leistungen registrieren. Man erfasst einen Wert fir Merkmal y und einen Wert fir
Merkmal x, trégt nun die einander entsprechenden Koordinaten in ein Koordinatensystem ein. Der
entstehenden Punktwolke entsprechen die Werte einzelner Personen. Im Idealfall liegen die Punkte auf
einer Geraden, der Regressionsgerade.

=> Wir erhalten entsprechend mehr Messpunkte, wenn mehr VP gemessen werden, die dann aber auch
nicht mehr alle auf einer Geraden liegen (Grund: z.B. Motivationsschwankungen oder
Ermudungseffekte) => Punkteschwarm. =» Gesucht werden die Regressionskoeffizienten aund b, die
zu einer Geraden fuhren, die Punkteschwarm am besten reprasentiert. Das Ergebnis einer empirischen
Untersuchung ist also ein Punkteschwarm, die Regressionsgleichung ist die, die diesen am Besten
wiedergibt. Diesen Regressionsgeraden entsprechen zwei Gleichungen, die fir die Schdtzungen
eingesetzt werden konnen:

YN = by X+ a XN=Dhy -y tay

=>» Wobei man zuerst b errechnen muss:

_foxixyi—%X(foxi)x(foyi)
Z:fxxiz—%x(Z:fxxi)2

b

yX

_foxixyi—%x(foxi)x(foyi)
foyiz—%X(foyi)z

Xy

=>» Und dann mit den Mittelwerten a bestimmen



a, =y-b, xX a, =X-b, xy
Welche Gleichungen lassen sich nach dem Kriterium der kleinsten Abweichungsguadrate
herleiten?

Allgemeines:

Gesucht wird also, digjenige Gerade, fir die die Summe der quadrierten Abweichung der vorhergesagten )7 - Werte von den
beobachteten y-Werten minimal wird (= Kriterium der kleinsten Quadrate)

~ \2 .
z (yi -V, ) = MIN (< DasKriterium bezieht sich auf die Abweichung der Punkte von der Geraden in y-Richtung.

Dadurch ist gewéhrleistet, dass die Regressionsgleichung ihre Aufgabe, y-Werte mdglichst prézise vorherzusagen, optimal
erfullt.)
= Die Regressionsgerade ist digjenige Gerade, die die Summe der quadrierten V orhersagefehler minimiert.

=> In einer Kurvendiskussion muf? nun bestimmt werden, fir welche Werte aund b diese Funktion ein
Minimum annimmt bzw. die Summe der quadrierten Abweichungen minimal ist. Diesist der Fall,
wenn die erste Ableitung der Funktion gleich O ist und die Zweite Ableitung positiv ist.

Herleitbar sind:

-a

-b

= Die Regressionsgerade fur y* = by, xi+a,x und die Gerade x™ = b,y y; +a, . Nach dem Kriterium der
kleinsten Quadrate konnen die Regressionskoeffizienten, die wie erwahnt wichtige
Bestimmungsstiicke der Geraden sind, ermittelt werden durch die Differentialrechnung.

Warum liefert das Verfahren im allgemeinen fir jede bivariate Verteilung zwei ver schiedene
Geraden?

Eswird die Beziehung zwischen 2 Variablen aufgrund von Beobachtungen ermittelt

= Mit den Regressionsgleichungen werden beide Vorhersage Richtungen beachtet.

Beispidl:

In einer Therapie soll gepruft werden, wie sich bei einem Klienten die Beeintrachtigung durch
psychische Problem im Verlaufe der ersten 10 Sitzungen verandert. X sei die Anzahl der Sitzungen
und Y das Ausmal? der Beeintrachtigungen.

a) Vorhersage der Beeintrachtigung Y auf Grund der Sitzungsanzahl X

YN = by X+ a

b) Vorhersage der Sitzungsanzahl X auf Grund der Beeintrachtigung Y
XN =Dby -y tay

In welchem Punkt schneiden sich diese Geraden?
Die Koordinaten des Schnittpunktes entsprechen den Mittelwerten X und Y.

Wann stehen sie senkrecht aufeinander, wann fallen sie zusammen?

Bei normalverteilten Merkmalen folgt die Umhillung eines Punkteschwarms einer Ellipse, die mit wachsender Kovarianz
enger wird. Nahert sich die Verteilung der Punkte einem Krei's, so besteht keine Kovarianz. Kann der Punkteschwarm durch
eine Gerade mit positiver (Gerade von links unten nach rechts oben) oder negativer Steigung (Gerade von links oben nach
rechts unten) reprasentiert werden, spricht man von positiver oder negativer Kovarianz

1) Eine Kovarianz von 0 wirkt sich folgendermalen auf Regressionsgeraden aus:

yr=y und XxM=x

Diese Geraden stehen senkrecht aufeinander, sie stehen parallel zu x-Achse, bzw. die andere Gerade
parallel zur y-Achse.

2) Bei maximaler Kovarianz (s, - ) fallen die beiden Regressionsgeraden zusammen, je kleiner der
Winkel, desto grofRer die Kovarianz. Die beiden Regressionsgeraden sind nur im Falle eines perfekt
linearen Zusammenhangs identisch, d. h. wenn Bivariate nur aus Punkten besteht, die ohnehin schon
auf einer Geraden liegen.

Erklérung Kovarianz:

In einer bivariaten Verteilung ist das mittlere Produkt der Abweichungspaare vom jeweiligen Mittelwert die Kovarianz. Sie
ist ein Mal3 fir die gemeinsame Variation zweier Variablen, hangt aber auRerdem von den Streuungen der beiden Variablen
ab, deshalb als statistische Kennziffer ungeeignet.



1.14) Was ver steht man unter der Regression zur Mitte?

= Auch Regression zum Mittelwert, Regressionsresiduen oder Regressionseffekt genannt.

Damit ist folgendes Ph&nomen gemeint:

=>» wird bel einer Gruppe von Individuen die gleiche Variable 2 mal hintereinander gemessen, ist die
Abweichung der individuellen Messwerte vom Gruppenmittel bel der Zweitmessung geringer als bei
der Erstmessung. (Trautner Band 1)

oder:

Unter der Regression zur Mitte versteht man, dass geschétzte bzw. vorhergesagte Standardwerte einer
abhangigen Variablen ndher dem Stichprobenmittelwert liegen als die der unabhéngigen Variablen.

Bsp. aus Bortz S. 192: Rechtschreibefahigkeit eines Schilers hangt nicht nur von dessen algemeiner
Intelligenz ab, sondern auch von weiteren Merkmalen wie Sprachverstandnis, Merkfahigkeit.... Eine
genaue Untersuchung der Residuen kann deshalb aufschlussreich dafir sein, durch welche Merkmale

die geprifte Variable noch determiniert ist.

[Der Ausdruck geht auf Francis Galton zurtick, der die Beziehung der Korpergrofden von Vétern und Sdhnen untersuchte. Er
fand dass die Sthne von grof3en Vétern (entspréache der a.VV.) im Durchschnitt weniger von der durchschnittlichen Grof3e aller
mannlichen Personen abweichen als die Véter selbst (entspréche der u.V.).]

= Anders, weil verstandlicher ausgedriickt: die Tendenz zur Mitte tritt immer dann auf, wenn man
Personen mit extrem hoher und extrem niedriger Merkmal sauspréagung ein zweites Mal untersucht.
Die Werte nahe am Mittelwert einer Verteilung sind némlich wahrscheinlicher al's Extremwerte.

1.15) Wasverstent man in einer bivariaten Verteilung unter
Produktmomentkorrelation? Welche Zahlenwerte kann sie annehmen? Was sagen diese
Uber den Zusammenhang der beiden Variablen aus? Was bedeutet das Vorzeichen?
Was ver steht man unter Deter minationskoeffizient, was unter Standar dschatzfehler?

Was versteht man in einer bivariaten Verteilung unter Produktmomentkorreation?

Die Produktmomentkorrelation, oder der Korrelationskoeffizient r = M

s(x)xs(y)
(r = Kovarianz durch Produkt beider Standardabweichungen (= geometrisches Mittel beider
Varianzen)) gibt den Zusammenhang zwischen den zwei Merkmalen x und y an.
rist aso ein Mal3 zur Kennzeichnung von Zusammenhéngen, wobei man davon ausgeht, dass
zwischen x und y ein ,,wahrer”, irgendwie gearteter Zusammenhang unabhangig von deren
Quantifizierung existiert (anders als bei der Kovarianz).
= Der Korrelationskoeffizient beschreibt die Enge und die Richtung des linearen Zusammenhangs

zweier Merkmale durch eine Zahl r.

V oraussetzungen zur Berechnung von r:

- beide Haufigkeitsverteilungen mussen symmetrisch und unimodal sein, d.h. annghernd normalverteilt.
- der Zusammenhang muss linear sein (d.h. die Punktewolke muss durch eine Ellipse begrenzbar sein.

Welche Zahlenwerte kann sie annehmen?
= r kann Zahlenwerte zwischen -1 und +1 annehmen.

Was sagen diese tiber den Zusammenhang der beiden Variablen aus?

Bei r= +1 spricht man von einem perfekt positivem Zusammenhang,

bel r= -1 spricht man von einem perfekt negativem Zusammenhang.

Bei r= 0 besteht kein linearer Zusammenhang zwischen den zwei Merkmalen.

Hoher Zusammenhang: =/grof3er 0,7
Mittlerer Zusammenhang: 0,7-0,3
Niedriger Zusammenhang: 0-0,3

Was bedeutet das Vorzeichen?
Das Vorzeichen, negativ oder positiv, gibt die Steigung der Regressionsgeraden an.




- Ein positives Vor zeichen bedeutet, dass bei grofier werdendem x auch der y-Wert zunimmt,

- bei einem negativen Vor zeichen wird mit grof3er werdendem x der y-Wert kleiner und andersherum.
= Allgemein kann gesagt werden: je hdher zwei Merkmale miteinander korrelieren, desto besser kann
von der Ausprégung des einen Merkmals auf die des anderen geschlossen werden.

Diesist u.a. von Vorteil, wenn ein Merkmal schwer zuganglich oder schwer zu messen ist und seine
Auspragung leichter mit Hilfe der anderen Variablen erschlossen werden kann.

Was ver steht man unter Deter minationskoeffizient, was unter Standar dschéatzfehler ?

* Der Deter minationskoeffizient r? ist definiert al's das Quadrat des K orrel ationskoeffizienten. Mit
dem Zahlenwert r? * 100 wird der gemeinsame Varianzanteil zweier Variablen ausgedriickt. Man sagt
auch, der Determinationskoeffizient gibt an, in welchem prozentualem Ausmal3 die Varianz der einen
Variablen durch die Varianz der anderen Variablen erklart wird.

Dieses Mal3 spiegelt wider wie viel die zwel Variablen ,,gemeinsam haben.

Diese Interpretation des Determinationskoeffizienten geht dabei von der (nicht immer korrekten) Annahme aus, dal3 die
Auspragung der Werte zweier Variablen von einer Reihe anderer Einflussfaktoren verursacht werden. Die Korrelation
zwischen zwei Variablen ist theoretisch immer dann hoch, wenn sie tiber mdglichst viele gemeinsame Ursachen verfiigen.
Man kann sich dies folgendermal3en vorstellen: Eine Kriteriumsvariable X; wird von den (fiktiven) Einflussfaktoren A, B
und C mitbestimmt. Eine Pr&diktorvariable Y; hat als Ursachen die Faktoren A, B und D. Insgesamt sind also vier
Einflussfaktoren bei der Ausprégung der Variabelenwerte beteiligt. Davon beeinflussen zwei (ndmlich A und B) beide
Variablen und fuhren zur Ausprédgung einer nach auflen hin sichtbaren Korrelation. Der Statistiker spricht hier von
~gemeinsamer Varianz. Betrachten wir nun ein anderes Beispiel. X, soll von A und B beeinflusst werden und Y, von E und
F. Diese beiden Variablen enthalten keine gemeinsamen Einflussfaktoren, daher auch keine gemeinsamen Varianzanteile.
lhre Korrelation und demzufolge ihr Determinationskoeffizient ist gleich Null. Beachtet bitte, da3 dieses Modell die
tatsachlichen statistischen Sachverhalte nur sehr grob wiedergibt. Ich halte es trotzdem fir vertretbar, weil es (hoffentlich) ein
bisschen mehr Anschaulichkeit schafft.

Achtung: Korrelationskoeffizienten dirfen nie als Prozentwerte interpretiert werden! Und auch nie al's Kausal beziehungen
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Abb. 2:  Graphische Darstellung der ,,gemeinsamen Varianz“. Das dargestellte Modell ist nur eine sehr grobe
Vereinfachung der tatsachlichen statistischen Sachverhalte.

* Der Standar dschétzfehler

02
N
kennzeichnet die Streuung der y-Werte um die Regressionsgerade und ist damit ein Gltemal3stab fur
die Genauigkeit der Regressionsvorhersagen, die man durch die Regressionsgleichung erhdt. Die
Genauigkeit einer Regressionsvorhersage wachst mit kleiner werdendem Standardschétzfehler. Je

grofder die Korrelation zwischen x und y, umso geringer die Streuung.



1.16) Welche Korrelation kann man bei zwei Variablen auf Ordinalniveau berechnen?
In welchem Zusammenhang steht sie mit der Produktmomentkorrelation?

Welche Korrelation kann man bel zwei Variablen auf Ordinalniveau berechnen?

=> Auf Ordinaniveau kann man eine Rangfolge der gemessenen Objekte erstellen.

Hier wird eine Stichprobe untersucht und anschlieffend werden die Subjekte geordnet nach Rangen.

= Ordinalskalen kommen bei der Verwendung der Paarvergleichsmethode oder der Methode der Rangreihenbildung vor.
Die Ordinalskala macht keine Aussage Uber die Grof3e der Absténde zwischen den Rangen.

= bel zwei Merkmalen auf Ordinalniveau z.B. sozialer Rang in einer Gruppe und 1Q kann man die
Rangkorrelation nach Spearman berechnen:

1 6x Zdiz

ro=1-

° nx (n2 1)

Man muss zuerst eine Rangreihe bilden, wobei d = Rangplatz 1 minus Rangplatz 2 ist. Davon den
Betrag nehmen |d|.

Bsp: Vier Schiler werden von 2 Lehrern in Bezug auf ihre Intelligenz in Rangreihen gebracht.
Frage: Stimmen die Lehrer in ihrem Urteil Gber die Schiler Uberein?

i Lehrer1 Lehrer2 |d|. d2

A WNPE
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'f> Sd2 = 6, in Formel eingesetzt: r r= 0,4, die Lehrer haben eine mittlere gleichsinnige
Ubereinstimmung.

In welchem Zusammenhang steht sie mit der Produktmomentkorrelation?
Die Produktmomentkorrelation r kann man aus Intervall- (z.B. Ergebnisse von b Tests) und Verhdltnisdaten (z.B. Messungen
wie Temperatur, Geschwindigkeit und Kérpergréfe) berechnen.

ro= >xy - 1Un (>x) y)
V(Ex2- 1Un (2x)9) (Sy>Un (Zy)?)

= Der Zusammenhang zwischen rs und r besteht darin, dassrs aus der Produktmomentkorrelation
hergeleitet wurde.

= Sieist mit der Produkt-Moment-Korrelation identisch, wenn beide Merkmale jeweils die Werte 1
bis n annehmen, was bei Rangreihen der Fall ist. Eine Rangkorrelation kdnnte somit berechnet
werden, indem in die Produkt-Moment-K orrelationsformel statt der intervallskalierten Messwerte die
Rangdaten eingesetzt werden.

1.17 Welche Korrelation kann man an einer Vierfeldertafel berechnen? In welchem
Zusammenhang steht siemit der Produktmomentkorrelation?

Welche Korrelation kann man an einer Vierfeldertafel berechnen?

a) fur echt dichotome Merkmale

Die Vierfelderkorrelation (im Bortz auch "Phi-Koeffizient ¢")

=>» Mit Hilfe des ®-Koeffizienten kann man die Vierfelderkorrelation rq berechnen:
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In welchem Zusammenhang steht sie mit der Produktmomentkorrelation?
Diese Korrelation ist direkt aus der Produktmomentkorrelation

iz:ljfxxi xY, —%(gfxxi]x(gfxyi]

ableitbar, da beide Variablen dichotom sind und somit nur die Ausprégung O und 1 besitzen, d.h. die
Produktmomentkorrelation Uber die beiden Messwertreihen von x und y entspricht exakt dem Phi-
Koeffizienten.

b) fur unecht dichotome
Als Speziafall fur kinstlich bzw. normalverteilte dichotomierte Variablen berechnet man die
tetrachorische Korrelation (z.B. bei einem Test hat man ab der Halfte der Punktzahl bestanden, alles
darunter bedeutet durchgefallen):

180°

b-c
1+ 425

g =COS

1.18 Was ver steht man bel einer Menge von drei oder mehr Variablen unter der
Partialkorrelation zwischen zwei Variablen? Was ver steht man unter dem
Auspartialisieren einer oder mehrerer Variablen?

Was ver steht man bel einer Menge von drei oder mehr Variablen unter der Partialkorrelation
zwischen zwel Variablen?

Eine Partialkorrelation ist ein Verfahren, mit dem sich tberpriifen |asst, ob die Beziehung zwischen 2
Merkmalen auf einer "Scheinkorrelation” beruht, also einer Korrelation, die nur durch die
Wirksamkeit einer dritten oder weiterer Variablen zustande gekommen ist.

= Der Grundgedanke dieses Verfahrensist folgender: Wenn die Korrelation zwischen 2 Variablen x
und y von einer dritten Variable z beeinflusst wird, kann dies nur in der Weise geschehen, dal3 die
Variable z mit Variable x und zusétzlich mit Variable y korreliert. Suchen wir eine Korrelation
zwischen x und y, die von der Variablen z nicht beeinflusst wird, miissen wir die Variablen x und y
vom Einflufld der dritten Variablen z befreien.

Was ver steht man unter dem Auspartialisieren einer oder mehrerer Variablen?

= Die Partialkorrelation gibt an, wie stark die Korrelation zwischen x und y wére, wenn sie von dem
vermuteten erzeugenden Effekt der Storvariablen bereinigt oder befreit wird, wenn es diese EinflUsse
aso nicht gabe.

= Also werden die Storvariable/n aus der Korrelation von x und y herausgerechnet, das heif3t dann
herauspartiaisiert.

Dies geschieht mit Hilfe der Regressionsrechnung.

= Wir bestimmen zunéchst eine Regressionsgleichung, mit der geschétzte x-Werte (= x mit Dach) auf
Grund der Variablen z vorhergesagt werden kénnen. Die Varianz dieser vorhergesagten Werte wird
ausschliefdlich durch die Variable z bestimmt. Subtrahieren wir die vorhergesagten x-Werte von den
tatséchlichen x-Werten, resultieren Residualwerte bzw. Regressionsresiduen, deren Varianz von der




Variablen z unbeeinflusst ist. Diesen Vorgang der regressionsanal ytischen Bereinigung bezeichnet
man als"Herauspartialisieren" einer Variablen z aus einer Variablen x.

=>» Genauso verfahren wir mit der Variablen y, aus der ebenfalls regressionsanalytisch der Einflul? der
Variablen z herauspartialisiert wird.

= Korrelieren wir die beziiglich der Variablen z "bereinigten” Variablen x und y, ergibt sich eine
Partialkorrelation zwischen den Variablen x und y, die von der 3. Variablen unbeeinflusst ist.

My —Fe X7y,

e = Jl— r2 le— r

-> Eine Partialkorrelation stellt eine bivariate Korrelation zwischen Regressionsresiduen dar.
Partialkorrelationen kdnnen auch berechnet werden, wenn aus dem Zusammenhang zweier Variablen
nicht nur eine, sondern mehrere Variablen herauspartialisiert werden sollen = Partialkorrelationen
hoherer Ordnung




